8. Pruznost

Anotace

Pruznost
Zobecnény Hookeuv zakon. Zakladni uloha teorie pruznosti. Tah, smyk,

torze, ohyb.

Nauka o pruznosti: zjistit souvislost mezi deformacemi a napétimi, které v télese
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Pruznost

Hledame vztah mezi napétim a deformaci pro elasticky material.
Elementarni ulohy:

1. Jednoosy tah/tlak:
a) Pomé&rné prodlouzeni: € = ("= )/l = Al/l

N =cF kde parametr c =f(l, S, materidl), evidentné¢: c~I[ c~1/S =

e=ko, - |g=E¢ Hookuv zakon (v elementarnim tvaru)
E - Younguiv modul pruznosti, k - poddajnost
t]. za predpokladu malych deformaci je deformace umérna ptilozenému napéti.

b) Pfiéné zkraceni: N = - (a™— a )/la = — Da/a

analogicky: n=ko,

1
n =kkEe =ve :ig :La n=——ag

tedy: m mE " mE "

m - Poissonova konstanta, U = 1/m Poissonovo ¢islo

m = g//7 — kolikrat je pomérné prodlouzeni vétsi nez pomérné zkraceni




Pruznost

Absolutni prodlouzeni  /'=/(1+¢)= (( 1+ ? J

mkE

piiéné zkricent = a(l—m) = a( % J

2. VSestranny tlak p:
délka hran po deformaci”: ' = a(l +& —2/7), b :b(] +& —2/7), ¢ :C(l +& —2/7)

objem po deformaci: V'=a'b'c'=abe(l +& -21n)° = V[l +3(e = 2n)]
- AV 1 2 |
relativni zména objemu: = =+3(e-2N)=43(———)0, = o,
V V E mE

| | LAV y o\

Objemova stlacitelnost, def.: y=——" B
pV p
1 mE E

Modul objemové pruznosti: |K =

Protoze K>0= m>2, 0<vu<1/2

*) Kdyby tlak pasobil jen v jednom sméru, napf. hrany c, hranol by se v tomto sméru zkratil a v ostatnich
prodlouzil. Protoze vSak tlak pusobi i ve smérech a, b, musime stejnou Uvahu udélat i pro tyto sméry.



Pruznost

3. Smyk

tana=o=u/b ~ 0,

—>

o =Ga

kde G ... modul pruznosti ve smyku (modul torze)

l1ze odvodit (viz déle):

= pouze 2 nezavislé parametry popisuji deformaci izotropniho télesa (E, m, K, G)

mkE

= protoze m>2, plati: £ <G < %
3 2
Material E[Nm™] v VMmN G[Nm™]
(Young) (Poisson) (stlagitelnost) (smyk)
Hlinik 7.2.10" 0,34 1,3.10™" 2,7.10"
Meéd 1,2.10" 0,35 7.1.107"° 4,6.10"
Zelezo 2,1.10" 0,28 6.3.107" 7.8.10"




Zobecnény Hookeulv zakon

Linearni teorie pruznosti vychézejici z Hookeova zakona predpoklada, ze kazda slozka
tenzoru nap€ti je linearni funkci vSech slozek tenzoru deformace:

O-i- —C ijkl € zobecnény Hookiiv zidkon
o y O C;iyy — tenzor pruznosti 4. fadu (elastické koeficienty), 3* slozek
ij ijkl =kl Viz, — elastické konstanty

(32 rovnic, celkem 3 ¢lent, Einsteinova sumac¢ni konvence)

Symetrie v indexech: I - jak o [ ...fj. 36 slozek
Symetrie po dvojicich: ij kl — klij (zenerg. tvah) = max.21 nezavislych slozek

VySsi symetrie: triklinicky krystal — 21 nezavislych slozek
kubicky krystal — 3 nezavislé slozky
1zotropni téleso — 2 nezavislé slozky (v praxi: E, G)

Zapis c;;, pomoci kontrakce indexu:
dvojici indexu nahradime jednim indexem podle schématu
11-1, 22 52,33 53,23 -4, 13 55,1256 = matice6%X6




Zobecnény Hookeulv zakon — izotrpni prostredi

kontrakce indexu:
1151, 22 52,33 53,23 54, 13 55, 12 56

Hooketv zdkon pii kontrakci indexii (symetricka matice 6x6):

g, ¢, C, C; C, C5 Cylle
g, C,, Cys G C5 Cyxlle
g, Cyy Gy Gy Gy || 6

= . g.=c.e - 0 =C,e
g, Cu Ci Culle ij ijkl ™ ki i ik~ k
o) Cis Ci || e 6 rovnic
06| L C66_ | € |

Pfipominame: C; je symetricka matice (tj. nevypsané Cleny jsou shodné se ¢leny nad hlavni diagonalou)



Zobecnény Hookellv zakon — izotropni prostredi

Hooketiv zdkon pro homogenni izotropni prostiedi (tenzor pruz. - symetrickd matice 6x6):

(0, [A+2u A A 0 0 0][e]
a,, A+2u A 0 0 0 ||ey
Oy | A+2u 0 0 O | &
O 200 0 |]ey
g, 2 0 || e,

O] L 2H] Len

6 rovnic

A, u - Laméovy koeficienty

;i :/]el +t2Ue;, 1=

Vet [0, = B¢, + 2| Zobomint ki |07 o
P p-P g, =2e,, e
kde e, =¢, te,, te,; ... l.1nvariant tenzoru deformace

g, =0, t+0o,, +0,; ... l. invariant tenzoru nap¢ti

= |0, =(34+2u)e,

Pfipominame: C;; je symetricka matice (tj. nevypsané Cleny jsou shodné se ¢leny nad hlavni diagonalou)
e;; ... pomérnd prodlouzeni délkovych elementu, které pfed deformaci mély smér souf.os



Zobecnény Hookellv zakon — tah, smyk, torze, ohyb

Piiklady pocitané na prednésSce (viz Kvasnica — Mechanika):

Pf.1. objemova deformace - objem hranolku Ax, Ay, Az po deformaci:

V' = Ax(1+e,)Ay(1+e,,)Az(1+e5;) = AxAyAz(l1+e,+e,,+e53) = V(1 + ) tedy
V=V

e, =—— objemova dilatace (1. invariant popisuje objemovou zménu, nezavisi na s.s.)

V

Pt.2. vSestranny tlak: 0, =-p, O;=-3p
1 _ 1V =V _3e

—_

K p V o _ = K =(31+2u)/3
plati: 0, = (34 +2u)e,

Pozn. Oba invarinty nezavisi na s.s. (avSak slozky se méni!)

Pt.3. Ty¢ naméhana tahem, O || x,

o 00 e, 0 0
3A+2u

= U 0 0 0|=-|0 e, O
A+u

0 0 0 0 0 e,




Zobecnény Hookellv zakon — tah, smyk, torze, ohyb

Priklady pocitané na predndsce (viz napt. Kvasnica — Mechanika)

Pt.4. Smyk W
e. = Ou; _ e 1f 0w % :l(a +O) -7 e. =e,. =0 /
o axl. = axz axl 2 2 ’ 13 23 b o "’,
O, =2e, y. 0, =2Ue, =la G = : *
def.: o0, =Ga = H
0 a 0 0 a/2 0
Hle o 3. G(E-2G) H /
adlepr.5: 1= ua 0 O|-|a/2 0 O
3G—-E
0O 0 O 0 0O O
Pt.5. Torze tyCe kruhového prurezu (na cviceni)
nGrt
moment sil: M, = ¢ =D¢
d2
torzni kmity: J ? =-D¢
dt
FI’
Pt.6. Prithyb tramku (na cvigeni, viz Kvasnica): d =

AEab’



Hookelilv zakon

o, je_mezni napéti, které jeste€ spliuje Hookeuv zdkon a nazyva se c | A
mezi Gamérnosti G <.

o, je tedy mezni napéti, které jesSt€ nevyvola trvalou plastickou G,
deformaci. Nazyvame ho mez pruznosti (v technické praxi se ol
nazyva mez Kluzu)

plastickéd deformace
Maximélni smluvni napéti, kterého v pribéhu deformace
dosahneme, se nazyva mez pevnosti 6., (Casto se nazyva pevnost v

L 4

tahu) .
Unstretched annealed specimen Material o, [MPa] Gy [MPa]
| N ocel 190-220 380-450
B e L Rl dural 180-200 370
dievo 25 40
sklo 40-100 80-200
- beton 3-25 5-50
Annealed specimen full stretched zdivo 2.6 3.5-20
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Zakladni uloha

Zakladni dloha teorie pruznosti: nalézt napéti a deformaci v kazdém bod¢ télesa,
zname-li rozlozeni napéti nebo deformace na povrchu.

Predp.: téleso je po deformaci v rovnovaze, hledame slozky 0;; a u; popsané rovnicemi:

.. —
3 L +GJ_ =( 0-zj _/]51:]‘61 +2:ueij
X.

l

9 ric pro 9 neznamych (neb e;; « u,)
2 zakl. ulohy — je znamo rozlozeni sil na povrchu télesa o(r)
— je znamo posunuti bodu na povrchu t€lesa u(x, )

ResSeni — viz specidlni ucebnice
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