7. Kontinuum

Anotace

Kontinuum - obecné pojmy.

Kinematika kontinua. Tenzor napéti, tenzor deformace a tenzor rychlosti
deformace. Rovnice rovnovahy a pohybova rovnice kontinua.

Studium - pohybu tekutin (kapaliny, plyny)
— deformacni chovani latek - elastické x plastické

Makroskopicky (fenomenologicky) popis

Spojité prostredi:

- Priumérné hodnoty veli¢in v okoli vySetfovaného bodu

- Neprojevuje se struktura latek

- Castice (element) kontinua

- Pohyb kontinua/deformace — dochazi ke zméné vzajemnych vzdalenosti ¢astic




Kontinuum

#+ model kontinua (model spojitého prostredi) :

a) prostor je spojity (souvisla mnozina )/ geometrickych bodu B )
b) kazde téleso je spojité (muzeme je chapat jako souvislou mnozinu M, ,
materialovych bodu B, )

Axiom kontinuity:
V kazdém okamziku je kazdému bodu prostoru piifazen materidlovy bod




Popis kontinua

2 typy pristupu: dvé odlisné
referenc¢ni soustavy
* I. Eulerova metoda

V prostoru si vybereme jeden pevny bod B a sledujeme vlastnosti
(napr. rychlost, zrychleni, teplotu, tlak) raznych materialovych
bodu B,,v daném bodé prostoru v riznych ¢asovych okamzicich.
(latka se pohybuje prostorem a deformuje se).

F=(x,%,,X;) x, =x,(X,,t) i=L23 ‘ Eulerovy souradnice \

pr.pouZiti: popis proudéni kapalin, plynt, poc¢asi

* 1II. Lagrangeova metoda ¢astici kontinua

Vybereme si jedenamaterialovy bod 5, >a sledujeme jeho pohvb v
Case (zmény polohy, trajektori, rychlost, zrychleni) a zmény jeho
vlastnosti (napi. zmény teploty, tlaku,...).

R=(X,.X,.X;) X =X (x.0) j=123 ‘ Lagrangeovy souiadnice \

pr.pouZziti: popis deformace q




Deformace kontinua

Zmko ldtky v bodd P oedelormovaného bloku se pii deformaci piemisti do bodu F

Kazdy materidlovy bod se posouva jinym zptusobem, méni se
vzajemna vzdalenost jednotl. bodl kontinua




Deformace kontinua

spojité prostiedi miize konat translaci, rotaci a muze se deformovat

vektor posunuti - rozdil polohovych vektoru pfed a po deformaci

—

ii(P)=7'(P)—7(P)
- Q) =u(P)
i(Q)+dr =ii(P) +di' | @

deformace
kontinua

r pruvodi€ vybraného bodu v nedeformovaném t€lese
r’ pruvodic stejného bodu v deformovaném télese

u = f(r) ... posunuti je zavislé na souradnicich (méni se
misto od mista, jinak posunuti jako celku)

Méni se vzajemna vzdalenost jednotl.bodui kontinua



Deformace kontinua — sily v kontinuu
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Zrko litky ¥ bode P oedeflormovaného bloku se pii deformaci plemist do bodu

e Kontinuum je v rovnovaze — na kazdé plosce je sila
pusobici z jedné strany kompenzovana stejnou silou
pusobici z 2.strany

e V osach elipsoidu — sily kolmé k povrchu — pusobi pouze
normalova napéti

e V ostatnich smérech existuji jak normalové tak te€né
slozKky (te€na napéti), te¢né slozky zpiisobuji zménu
tvaru télesa, viz dale

* Pozn. napéti mezi sousednimi ¢asticemi (tj. vnitini
elestické sily) drzi latku pohromadé 6



Sily v kontinuu

Sily pusobici v kontinuu:
1. Vnitini X vnéjsi

2. Objemové (nejCastéji gravitacni) X povrchové (plosné)

Objemové (~ m)

Sily dlouhého dosahu
(sily objemové)

Povrchové (plosné)

x Sily kratkého dosahu
(sily povrchové)

pusobi bezprostiredné na velké
vzdalenosti (napr. gravitaéni
sila)

pusobi na cely objem (a nikoli
pouze na jeho povrch)
vySetfovaného objektu

pusobi nezavisle na silach,
pusobicich na sousedni elementy

pusobi pouze mezi nejblizsimi
molekulami (molekularni sily).

vnéjsi sila pusobi pouze na
molekuly tvorici povrch
zkoumaneho télesa ( povrchové
sily) - napr. tlak, tireni atd.

ucinek povrchovych sil ovSem
nekonéi na povrchu télesa




Plosné sily

Plosné (povrchové) sily —» jsou zodpovédné za deformaci kontinua

» Pii deformaci kontinua dojde tedy ke zméné€ rovnovazné polohy ¢€astic, coz ma za
nasledek vznik sil mezi ¢asticemi, které se snazi kontinuum vratit do ptivodniho stavu.

e Deformované kontinuum se dostava do stavu napjatosti. Charakterizujeme je;

veliCinou, ktera se nazyva napéti (viz obr. — trojosy elipsoid v deformovaném t€lese)

e Nahrazujeme vnitini plisobeni — ptisobenim vnéjSim (Ize kvantifikovat)

ploSna hustota povrchové sily
(vektor napéti) O

g =

dF,

d

&%

\

sila piisobici na
jednotkovou plochu

—>
povrchu

Napéti ... 1 N/m?=1 Pa

napéti v prisluSném misté myslené plochy, kterd odd€luje navzijem
rtizné Casti kontinua v napjatém stavu




Plosné sily
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Obr. 8.6 Napétl na plode p kolmé k ose tyCe
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Schematické zndzoméni riznych typh napéti: a) &isty tah, &) Ssty smyk, ¢} Gsty tlak
d) obecné tahové naplil, ¢) obecné tlakove napéti

Napéti:
- prenasi se na plochu S (libovolné zvolenou)

- nezavisi na tom, jak je sila realizovana - v dostate¢né vzdalenosti od plisobisté ji
muZeme nahradit silou vnéjsi (Saint Venantuv princip)



Sily v kontinuu

Obecné pusobi elementarni sila dF v libovolném sméru vzhledem k normale n ptislusného

elementu plochy ds. _ _dF,
Rozklad - normalové napéti 9 = dsS
NP _ _dF,

tecne napeti g =—

ds

- Normalové napéti — tah/tlak na ploSce dS dvou Casti kontinua

- Tecné napéti — zplisobuje zménu tvaru jednotlivych elementii namdhaného kontinua
Pozn. K pfechodu v elipsoid je tieba, aby normélova napéti v jednotlivych mistech plochy byla
ruzné velikd — s tim piimo souvisi pfitomnost teCnych napéti

e V osdch elipsoidu — sily kolmé k povrchu — hlavni napéti
e V ostatnich smérech existuji jak normalové tak teCné slozky

10




Sily v kontinuu

dS — lib.ploska vytknutd v kontinuu: ploSna sila dF 1 ptisluSné napéti 0 = dF/dS budou mit
obecnou orientaci vici této plosce

Znaménkova konvence: pro uzavienou plochu je
0 > 0 pokud mifi ven (tah)
O < 0 pokud mifi dovnitf (tlak)

Danym bodem kontinua lze vést libovolny pocet plosek dS
Napéti 0 zavisi i na orientaci plosky, tedy

g=f (polohy, orientace ploéky)

Tedy existuje co mnoho plosek v bodé P = co mnoho riiznych napéti v tomto bodé

Uloha: je-li zndmo napéti na nékterych z téchto plosek, vypocitat napeti v obecném
sméru a deformaci télesa.

... resitelné, pokud zndme napéti na tiech rtiznych (nejlépe kolmych) ploskach: "



Tenzor napéti

Postup: - zvolime postupné 3 kolmé sméry v bod¢é P kolmé k osam souradnic
- na kazdé plosce provedeme rozklad sil do sméru os

- slozky napéti ozna¢ime dvéma indexy (odp. sméru plochy a sméru sily, viz. nize)

AF!)

— .]

7 AS.
fs’ 6 0- l

»index sily‘ (smér, v

e Z némZ pusobi slozka sily)
»index plochy** (smér kolmice
na plochu)
SloZky tenzoru napeti H
a) ploska Ux;, AS, = Ax,. Ax;:  b) ploska [ x,, AS, = Ax,. Ax;: c) ploska [ x5, AS; = Ax,. Ax,:

0-11 = AE(I)/ASI 0-21 = AE(Z) /ASZ 0-31 = AE(3)/AS3

0-12 = AFZ(I) /ASI 0-22 = AFZ(Z) /ASZ 0-32 = Al72(3) /AS3

0-1 : /AS 0-23 - AF;(Z) /AS2 0-33 = AF;B) /AS3

Pozor - sila zavisi na orientaci plosky, tedy F(V) # F® # F® 12



Tenzor napéti

g, 0, 0,)\«<— 1. tidek =napétovy vektor (sila) plisobici

Tenzor napéti: _ na 1. sténu, tj. sila FO/AS,, atd....
P g = 021 2 023 J !

Q

0-3 1 0-32 0-33

AF ) oF ].(i)

. = g..
" A, v 08

i

Pozn.: 9 Cisel g;

- se vztahuje ke zvolenému bodu P v napjatém t¢lese, tj. g; = f(r), méni se bod od bodu,
hodnoty zavisi 1 na orientaci ploSky / s.s.

- staci k uplnému popisu vnitiniho napéti

13



Tenzor napéti

Fyzikalni vyznam:
0 0, (diagonalni slozky) — tah (o, > 0) resp. tlak (0., < 0)
= O, , [ #J, (mimodiagon.slozky) — smyk (torze)

Rovnovaha deformovaného télesa:

- normdlové slozky: rovnovéhasil: 0,y =— 07 atd. 0;=— 0"

- smykové slozky — rovnovaha momentu sil:
—_ 1 2 . G'"
M3 _E(aUIZ _(10'21)(1 =0 tJ' 0-12=0-21, atd. 2 |

_ Malé (infinitezimalni) krychli¢ka, tj. na
o.=0. symetricky tenzor 2.radu sténach homogenni napéti, v limité
vS§echny plosky prochazeji pocatkem

= Geometricka interpretace pomoci elipsoidu — 3 hlavni osy — pro plochy kolmé na osy
napéti je Cistym tahem / tlakem

Tenzorové pole — kazdému bodu kontinua piifazeno 6 Cisel, méni se od bod u k bodu
Pozn. zvlastni typ tenzoru — vztahuje se k pusobicim sildm, muze mit lib.smér v latce

(X materidlové tenzory J, & u ... - odrdzi symetrii syst€ému a maji definovanou orientaci v krystalu, pro

izotropni krystaly to jsou skalary) 14



Vektor napéti

Hledame velikost vektoru napéti na ploSe ur€enou smérem
jednotk. vektoru  n =(a,a,a;), kde a; = cos o,

AS, =ASa,, AS, =ASa,, AS, =ASa,

Rovnovaha na Ctyfsténu: sily pusobici na jeho 4 stény
objemové sily zanedbame (~ Ax; Ax, Ax;)
plosné sily v rovnovaze (~Ax,; Ax,):

Fl(n) =0,408, +0,AS, +0, A5, = (Unal +0,,a, +U31a3) AS

(n) — _
F," =0,AS, +0,A0S8, +0,AS, _(0-12“1 t0)ya, +032a3) IS

(n) — _
F7 =0,AS, +0,,AS, +0,,AS, _(Jlsal t0,a, +0'33a3) A5

SloZky vektoru napéti:

=0" =>"0,a, . pro dalf slozky

Pozn. k obrazku: Pasobi-li napjaté kontinum v ploSe AS na Ctyfstén silou AF,, budou v rovnovazném stavu jeji
slozky stejné velké jako soucet opacné orientovanych sil, jimiz v pfislusném sméru pisobi obklopujici kontinuum 15
na Ctyfstén v ostatnich ploskach ASx, ASy, ASz



Vektor napéti

Hledame velikost vektoru napéti na ploSe ur€enou smérem

jednotk. vektoru

n=(a,a,as;)

F(”) .
AIS =0 =" 0,4,  atd. pro dalif slozky, tedy:
ve slozkdch: o ) = g.q,
' J gt sumacni pravidlo

(slozky vektoru napéti ve sméru n=(a,,a,a;))

. y Y fi — AT_’
maticovy zapis: g ) = n
(n)
0, 0, 0, 05| g
(n) | —
g, |=| 0, 0, 0| a
(n)
g, O,; 0, 03 )\ 4

Pi.: pron = (1,0,0): 01(") =0, Oén) =0,, 0§") =0, tedy "

(a,.0,,0;) ... (1. fadek tenzoru)

Pozn. Diagonalizace tenzoru — fyzikaln€ najit v daném bodé€ sméry, kdy napéti je Cistym
tahem/tlakem — hlavni napéti (hlavni osy) — feSeni sekularni rovnice

16



Tenzor napéti

Priklady: g 00
Jednoosé napéti 0 00 « >
0O 0 O
o 0 0 A
2-0s€ napeti 0 g, 0] <« -,
0 0 0 v
3-0s& -p 0 0
(f;;(siistat tlak) 0 =p 0 g; =P 51’]’ P >0 (v tekuting jsou smykové napéti = 0)
' 0 0 -p
s o 0 0 v 0 o O A\
Smykova napéti 0 - ol «— . torze o 0 0 N/
0 0 0 ! 0 0 0

17



Deformace

Zrmko ltky v bodé P aedelormovaného bloku se pi deformaci pemisti do bodu

V duisledku napjatosti télesa vznikaji deformace, obecné rizné v kazdém bodé¢ télesa

Vektor posunuti: Uu=r —r

U. =X —X  ..posunutive smeru i

r pruvodi¢ vybraného bodu v nenapjatém télese
r” pruvodi¢ stejného bodu v napjatém télese
u = f(r) ... posunuti je zavislé na soutradnicich (méni se misto od mista, jinak posunuti jako celku)

18



Tenzor deformace

1 . —~
A) Jednoosy tah _. _ ip ]
(deformace tenké€ tycCe, v celé€ tyci stejnd): s -
> - _!__d'L'_
Al _u — e e e
==& [ ' = - §
| P
[ x P g |
Lokélni deformace v bod¢ P: T
Deformace tyCe pfi prostém tahu.
_ Oy, « _ou, s 3 .
&, = . obecné: &, = 3 relat.zména dé€lky elementu ve sméru osy i
X X.
1 i

B) Smykova deformace

y Aay g4 prosta rotace
> hh“"ﬁ-wwilo(
¥, i
a, i b, < -ujx
A A
H 1 3 -r'T ﬂ
°‘ T
R IS
d, X e *

Deformace hranolu pfi prostém smyku.

Smykova deformace

19



Tenzor deformace

Smykova deformace

a_a _u a _u,
tan—=—=—1L=¢g,  —=-2%2=g,
2 2 X, 2 x
o ) Ou, Ou,
Lokalni deformace v bod¢ P: E, =— E =/ atd.
0x, ox,
Obecné g =94
ecng: =
7 Ox. gi ] ) y
/ x__normdla ke sméru
r posunuti

smér posunuti

Pozor: pokud €, = - §&,,... homogenni rotace = ot.: jak odliSit rotaci od deformace?

U; poTom

PREDTIM
rt”x 1& '\,__ -.H N

M\K‘
x«\\x\

Homogenni deformace ve smyk itumuﬁr ol rotace ber deflormace

20



Tenzor deformace

Definuji: e; = (§; + §)/2, neboli:

e, €, €
_ 1 au] aul ~ 11 12 13
tenzor malych deformaci: |€; — 7 i €=| €y ©€n €
2{ Ox, Ox,
€3 €3 €3
Symetricky tenzor, plati: e, =e,
s, . 9 , 1 au] au
Pro homogenni rotaci: ¢; =0 (nebot’ €,, = - &,)), tenzor rotaci =— —-—1
2\ Ox, Ox,

! Fyzikalni vyznam:
e; ... relat.zména délky elementu ve sméru, ktery byl piivodné ve sméru i
e;; ...smykovy uhel ( a;;/2 ) o ktery se deformaci zméni piivodn€ pravy thel mezi
elementy pivodné || x; a x,

Shrnuti: ¢isla e; udavaji jak se zméni délky v diferencialnim okoli dané¢ho bodu r

Hodnoty e;; se meéni bod od bodu — tenzorove pole deformaci
21



Tenzor rychlosti deformace

Z.avislost deformace na Case:

de, 0’u, 9 dv;, 0,
% —1£ Yoy oOu, j:l[ oy av,) =D tenzor rychlosti deformace

i

or 2| 0rdx, 0rdx, | 2| dx o,
Ou. )
kde v, = al - rychlost posunuti
4
Rychlost v diferencialnim okoli lib.bodu x;:
ov, 1( dv. (Ov, 1| ov.
vilx. +dx . t)=vx ., t)|+—Ydx. +...=v (x ,t)+—| — Aldx, +—| — dx.
l(] ! ) l(’ ) ox;, ' ’(’ ) 2(6)6]. ax] ! 2[0)6]. ] !
N . Y N - J
rychlost translace  rychlost rotace  rychlost deformace s
(pohyb kontinua jako celku) jakou se méni vzdalenost

castic v okoli bodu X;

Helmbholtzova véta:
Pohyb kontinua v okoli lib.bodu Ize rozlozit na pohyb translacni, rota¢ni a deformacni

Pozn. V ptipadé existence vSech koneénjfch derivaci funkce v bod¢ a, Taylorlv rozvoj:

r 1" 3| '
flx)= f(a}-|—f \@ ~(x—a)+- f ( r—a)’+ A ( r—a)’+.. Z I (x—a)®
1! 2! .3 - k!

22



Operator rotace

Operator rotace:

4

" 1otV =|[Vx¥]  Veslozkich: (3 ¥)= (g"t g"zj .. atd.
x, Ox,

kde v jelib.vektora [k [a d aj

0x, 0x, Ox,

rotacni (virovy) pohyb v kontinuu resp. tekutiné

23



Rovnice rovnovahy kontinua

+(3)
, , . , v i 3 o
Podminka rovnovéhy sil na kvadru kone¢ného objemu: /
(ﬁ 0 gt )a2a3 (042 d )a3a +(0J(3 (3))a1a2 +Ga,a,a, =0 . {
A ! =(2)
v : o
kde: gV =(o ,0,,, 0, )... nap€tovy vektor pusobici na 1. st€nu ;
( 11> %0 ) p y p ) o | _—
v P v . . _—” 2 i /:___________:",’._ _____
ve slozkach (3 rce pro slozky j=1,2,3): g ] as. 2
— /,’ a;
(O-lj _dj)a2a3 +(02j _012j)a3a1 +(03j _Ogj)alaZ +Ga,a,a, =0 a, 1
véta o stiedni hodnot€ (v limité — derivace): 1 70 G
00 00..
Lo, —0,=—a . 0.-0, =—"a, . )
T oy LR ox, G = F/V... objemova sila
(pusobici na jednotku objemu)
Rovnice rovnovahy kontinua: Pohybova rovnice kontinua (v diferencidlnim tvaru):
g, 00, d’u.
+G, =0 ~+G, = p—
ox, ox, '’ dt
do, 00, 00
ve slozkach: —++—2L+—L +G, =0, atd.
Ox, Ox, Ox, o, 0, O,
o Lt Koo o e e O=10, 0, 0y
pozn. uzivame Einsteinovu scitaci konvenci (tj. suma pres i)
O3 Oy Oy 24



Pohybova rovnice kontinua

Rovnovaha kontinua nastane, bude-li vyslednice vSech vné&jSich sil (objemovych 1
plosnych) pusobicich na dané kontinuum nulova:

F,+F, =0
Pi1 nenulové vyslednici bude mit element kontinua zrychleni a
F, +F, =ma
Pro objem V kontinua uzavieny plochou § a hustoty p:

_[,Of o (ﬁ) s = J- 5 d’ii 4V Pohybova rovnice kontinua
y ) ) dt? v integralnim tvaru
celk.objemova celTkové soucet soucinil hmotnosti a

sila o intenzité 1 plosni sfla zrychleni vSech elementu

oblasti V
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