5. Otaceni t.t.

Anotace

Otaceni kolem pevné osy, pohybova rovnice, moment setrvacnosti. Tézka kladka,
kyvadlo, valeni. Tenzor momentu setrvacnosti, Eulerovy pohybové rovnice
(ptehledn€). Hlavni a deviaCni momenty setrvacnosti. Steinerova véta. Kineticka
energie oticejiciho se telesa.

Vztahy mezi L, J, w; pohybové rovnice




Otaceni kolem pevne osy

Soustava — 1 stupen volnosti, pohyb.stav ur¢en @ = (t)

_ ,//‘ (s€itame pies vSechny hm.body i =1 .. N)
dL - - - - _
—=M", kdeL=>» L, L =Fxmy, =
1 l l 11
dt

—

L. -neni|| @, osarotace, L [ rovina (7% 7#.), L, rotuje kol x; tj. kol @

Rozklad:
L=L"+L"=L_+L_ pro celkové momenty:
) D dD
L=["+[', M=M" +M", 4. —=M"—— =M
dt dt
L'=Lsina, Z‘FI Xmiﬁ‘sina’i =myv,R, =mwR; P\
L= ZLi” = a)z m.R’ ... s¢itaji se algebraicky 1.0
I'=Jw kde J° = R? moment setrvacnosti £
Zml * | vzhledem k pevné ose 0
A TS
d ( L”) d ( J 00)) . Pohybov4 rovnice pro otdéeni t¢lesa kolem pevné osy_—¢tr 40
= =M"" [l se rovn&? vztahuje k té7e ose
dt dt Pozn. Rovnice plati 1 pro volné soustavy
P P
Pozn. Moment sily Mll = M, zpiisobuje pohyb v roviné 12, (xy)
o da) o o
pro tuhé soustavy: |J > =J°e=M"", proJ° =konst 2




Otaceni t.t. kolem pevné osy

= Lq, L, = f(t), harmonicka funkce = Mp=ft) =
= L =LI+L" . L neni|| ® (neni || s osou rotace)
= L rotuje kolem osy @ !

d_le 1’ d_lesz Ji, 70

dt dt ’
Devia¢ni momenty (t.t. vzhledem k ose rotace) indukované v disledku toho, Ze L, # 0
Snazi se vychylit osu (viz napf. ty¢ rotujici kol $Sikmé osy) :
pevni osa — deviaéni momenty kompenzovany v zavésu (loziskach), L rotuje kolem osy !
= Ot.: Kdy devia¢ni momenty = 0? ™
= Ot.: Co nastane, pokud uvolnime osu? Jak se bude chovat vektor L? ™

(uvolnéni osy: osa méni polohu v disl.deviacnich momentii a rotuje v prostoru kolem
vektoru L (L je nyni pevny — zachovava se, 2.V.L.! tj. ® rotuje kolem L)

Zakony zachovani: i(L”) = i(Joa)) =M" =

dt dt
Pokud M3.=O, L= konst. = J°w=const = ]100{ :]20 )
(pozn. plati 1 pro volnou soustavu)
1 L
K.E. pro rotaci kolem pevné osy: E =—J ‘@ =—
2 2J° 3

*) pfi rotaci kol volné osy, **) L bude konstantou pohybu



Translacni x Rotacni pohyb - analogie

translace
draha X, §
d . dr
rychlost v :—S, j=2
dt t
dv °F
zrychleni a =—, a =
Y Codt dt’
hybnost  p=mv
sila F
~ dp d°7
pohybarce F=—=m Z
4 dt
hmotnost m
p’ _1
kin. energie E, =+—— =—my’
2m 2
. .. dP
1.imp.véta F* =—
dt

uhel

thlova rychlost

uhlové zrychleni

rotace

¢

. d o

a):—¢, vV = WXr
dt

. _dow _d°¢ a

E = = n E =——
dtr dt

moment hybnosti L =7 X

moment sily

pohyb.rce

—_ —_

moment setrvacnosti  J, ['=J°w

kin. energie

2. 1mp.véta

M =7 x
dt
1,

E =—J'w
2

e = 4L
dt



Otaceni t.t. kolem pevné osy

Pozn. Orbitalni moment — kvantovana veli¢ina
Zakladni jednotka orbitalniho momentu: 7 = h2nw = 1,054 x 1034 [Js]

Pt.: molekula kysliku O, :  J(0,) =2mR* =2.03 x10™* kg m’
L h

W= = =5.19 x10"" rad/s =8.26 x10" s
J(O,) J(O,)

Pozn. Vibraéni frekvence ~ 1013 s°!

Pt. ZZMH:
Orientace satelitu, magnetofon Voyager2, slunecni soustava, galaxie a hvézdokupy,
neutronova hvézda, atomy

Demonstrace:

Cviky s ¢inkami na rot.stoliCce, pohyb po to¢né:

- podle jakého zdkona se tidi rotace?

- méni se kineticka energie? pokud ano, proc - v disledku prace jakych sil?
- jaké sily zpusobuji zrychlovani/zpomalovani rotace stolicky?

Setrvacné kolo na rot.stoliCce

Priklady — pocitané na pirednésce:

- momenty setrvacnosti: tyC, prstenec, valec

- fyzické a matematické kyvadlo, t€zka kladka, naklonéna rovina




Dynamika tuhého télesa — otaceni kolem pevného bodu

Obecné pristupy: plati: ax(bxc) = b(a,c) - ¢(a,b)

Zr xmv, =Y mT. X( ) D m, [( )~ )’_’;c] = L neni || ®
\

(az na zvlastni pripady)
ve slozkach: I (,) neni || ®

N
_ _ )
L = kaXZk (C"{xzk - C‘%xuc) Ny Xy ( WXy, — c}x%) - q-)zmk (”k _xlk) - @kaxlkxzk - szkxlkxsk
k=1 \ Y J

\—'_' ‘—'—'
Ji -J1z -J13
L, =- C‘%kaxzkxlk + aﬁzmk (’ﬂk2 _x22k) _@kaxzkxyc
\—,—' \ Y J \—'—‘
- Jy J22 -J13
J:: — tenzor setrvaénosti
L, == chmkx3kxlk - @kax%x% * @ka (rk2 _x32k) S;Jmetricky tenzor 2. fadu
| ' | (6 nezavislych slozek)
-J31 I3 J33
=J +J +J

L= +J6 34 LY (J, Jn Ji) @ 3

L,=JpW +Jya /A L (=i Jyn Jy| @ Li:ZJiJwJE
J
L=J0 +Jpa +J5549 Ly) \Jiz Jo J33 )\ &




Dynamika tuhého télesa — otaceni kolem pevného bodu

Popis — ptistupy: plati: ax(bxc) = b(a,c) - c(a,b)
Zr XMy, = kar x(@x ka[( k)a)_(w\’?)?k]
ve slozkéch: I (o neni || ® — L neni | ®

N
L= kaxzk (qu2k - C‘%xuc) — Xy ( Xy, — @%) = Q‘)ka (’ﬁk2 _xlzk) - q)zmkxlkx% - g‘kaxlkx%

k=1 : . ' -
L2 -... L3 —-... Jll 'J12 'J13

L= iJlJCUJ it Li — ]C()] v " (rkzaij _xikxjk) :J.(rza’-'f _xixf)dm

l

~
1|
~°1 ZMz

kde O0.=1 (proi=j), 0. =0 (proi # j)
d i 7w J (J w ) i, j — indexy souradmc (Einsteinovo sumacni pravidlo)
= ") M = U k =1..N — pocet hm.bodi
M, = At l dt J,; slozKy tenzoru momentu setrvacnosti

symetricky tenzor 2. fadu: J, =J

1

E, = E Z J NAYD) = l 7 ww @ slozky vektoru thlové rychlosti
2 Yt 71 velikost momentu setrva¢nosti ve sméru uréeném
— smérovymi kosiny a. =cosq.
J = Zal J ] ‘]_aiaj‘]ij Y y 4 :



@Y, L.abomxoru« Ss. 1) Laboratorni s.s.

[_- im\r“x (w xv ) = Zw‘i\w r-?'-. r; (r'?,a.:’)]

. il s
L= wy 2 (r- )~ Wy T xKa = wy Sy vy Xyl
Li = -, Z"M Ko Xa,  + wlt "'\.'U';L' "h’i) - ZIM., Xy X
L, =t ZWi%aids ~ Wy T dixye  + w3 (rF- kY . :
2 A s R : “> soucet pies vSechny h.b. i=1..N
Ozm:  Jy= Zm‘(r x“ ]h. ZWL Xei ¥t 3,5‘= ’ZW'-.‘ X X,
= .km_,(:)gaw - [xp g0 - jx..x_,.gd!/
L= ]4&""4 + Ja Wy + ) Wy

2= Ta4 Y+ TJaz we + Jaaw; %; ~ charktenme weakow

Lf Jh_w‘ ! Jne tay, iy m-:::‘i: S‘:ff\"’* soucet pres soutadnice i,j=1,2,3
3
. . 4 
\ ;m “a RhA2 "tuq_u-ec:m';t’n. volbe &S
/ fl M:I)s;sp:at@“:

e = Jiy W, | - o - \ouy sce S Reveatin:

- oo b du duls dL, d (JZJCUJ )

L. = -Jl.o ..... (t;)v. Qh J2e s M — I —

mi— - Ol g | dt dt
FESTT e

2 f0r*diy -xg) dim

’ P (o cl'\F wA
. I:”J‘t-u? . ()ﬂ &.ou.s-h.k,ab% L= )‘? iot::tc.uo&- g;q.:;:\r
= - lo:
e Ty =Ti SBMB'.C"? towi 2. " [l sto
e s : Ji= k) Asae ) ve. St ?

:,au = Zlu,., (’(ti -H(;?) e o, 2t . bol o oa-ax,‘
Jij (i¥§  Auvacw weweudy

v

C weapvisly

y
ZJ" 1“ J']z:."']&s .'L‘iw;rt E Q_f?(r‘)r‘ow g ‘-bo‘-mp'\u,
Cm‘_'wh?ma.bmw 03)




y N

Ek - ?\'_.;_-Zw;v;?‘ = :}L-Mc\l:'-l- %.i,h\;v;c_s.;

. o

G ‘Erov
b s -k L
0 g (@A % Je kA ay
rot — 1 i i i i 2 i i 2 — —

E, —E_:lsm.[(wzxg‘agxz) +(69x1 - C%) +( W, — %) } = ... - Ek Ejya)lag
E.E = %. I-.\! w, w = 2-3\3(-0 lU ] — ala]]l]
‘=Iﬁ:

. { 2 (S

\

reprezentuje kvadratickou plochu
v proménnych o, ®,, ®;
pro J; >0 014, ]... trojosy elipsoid

slochas 2. cAupmd
I§ >0 #ij ... elpsoid setrvaduests (3os))

» symetricky tenzor 2.f. 1ze reprezentovat kvadr. plochou
> osy s.s. orientujeme || s osami elipsoidu —

> hlavni osy setrvac¢nosti (volné osy) —
viz Kvasnica — Matematicky aparat fyziky, kap.

» diagonalni matice J;; :

N

3

1.5, 1.6 — vlastni ¢isla matice

:ln.o>
o Js

Ld - j‘lludq . . ) .
L, = Juw, ) Pfi rotaci Folem hlavn{ osy je L||®
L, =Jsw o L (tzv. volna osa)
8 - v . e
) Pti rotaci kol lib. jiné osy L a @
e L by nejsou ||
DB LW s Juwls Taw s Tewt 1_, s J :
L ¢ Juw, Juw, JB s = .)« * T + Ins
° Ttelesolb t ~ iproid set. . pozn. kazda osa symetrie je
zaroven volnou osou

r ' .
e 3 (Mavw. SEy__hav 3a | Dus. l - au.a%.‘tzuw

A i rotac, kol B . os -

Cue



Tenzor momentu setrvacnosti

Zapamatujeme Si:

v télese lib.tvaru existuji 3 navzajem kolmé osy prochazejici hmotnym stiedem -
hlavni osy (volné osy); t€leso rotujici kolem hlavnich os zachovava smér rotace
(nebot’ deviani momenty J; = 0 pro i #j )

Pro rotaci v hlavnich osach je L || ®

Podrobny popis: J.Kvasnica, Mechanika
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2) S S. pevné spojena s télesem

dLi — d (Jijwj)

sdai k.ol e W3 " ar dt
at v aklgr e E i
- \S9 ! en, v 1SS .
Pved, re do NI SS | ey - Ji=f0 .. jak budeme tesit?
y '-U.l . 7 W
a _ ac e Oxlede o rac,wow mHm'ﬁ — prechod do ss spojené s télesem !
ak = .. = w2 .
d.b S ‘.‘ d Ve . W owe
[ au TR e Pozor: od této chvile jsou vSechny veli¢iny
ar T M3 -wl, - My ve slozkach (L,w, J, M) ode&itany vidi rotujici s.s. ! (1.
L-'r ¥ . v 7 z .
% SR I -aM?f . vSechny jsou carko/y?;me, blidemevs/l to pamatovat
- . Stz a nebudeme je zvlast’ oznacCovat ¢arkou)
F + wly —wly = ;
rohlyw; | Ty () , w; =4
Aw .
%k :-T"-i "'1 + Jl'.‘. -'i’." - T‘*gg—-‘i i 1.5 P d JCU
(*) - at T g+ O Ty 4 w) Do rw,w, 13— namisto M =M, (pozn. vzdy plati: [, = Jl.ja)j)

-wyu,‘Tu w3u17]n %Ju --M

(_a podobne pro 2. a 3. slozkuy M, )

v /L%’.ﬂ, osaleh . (Cpe
T 2% st (353~ 7) = M5
J:.z"ﬁ’- +Wawy (Im-Tz;) = 2
Jss %% + wnuy (Ju-3,) =5

[ 3%1@“ reu rw lu:(

dt

Eulerovy rovnice (v hlavnich osich):

";Mgomb\l'tfa.u_t.“j

- 3;\.\9»3:\_34»& 'l—o\u-b
"3; MMM@.&;
Snalhd s

. X
C.QLL.'\ . l_'ﬁq-!:. - N A A
ax = AG = R@ed) = p
s 3
o d;h*@\m‘) - V5 =0
=3

: 9 9 B
ol S\ L4“+Lq +L,
_ = 5

——ee

= A - HE'::;

kl.vd.h\&_ )

d E
]1_64"1‘56‘3(] _]22) =M,
d E
Jzz—%+5“lc‘§(] _]33) =M,
d E
J33—w3'+cqa£(J _J11) :M3
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Volny setrvacnik
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