4. Soustava hmotnych bodu a tuhe téleso

Anotace:

Popis soustavy, stupen volnosti. Kinematika tuhého télesa. VEty o hybnosti a momentu hybnosti soustavy - 1. a 2.
véta impulsova. VEty o zachovani hybnosti a momentu hybnosti. Energie soustavy hmotnych bodt, Kénigova
véta. Zjednoduseni soustav sil ptisobicich na tuhé téleso.

N hmotnych bodl — soustava h.b. (s.h.b) /
tuhé téleso (t.t.)

Popis:

- hmotnostim,i=1... N

- polohové vektory r(z),i=1... N

- celkova hmotnost soustavy: M = Zmi
- popf. rozloZeni hmotnosti P(r)




S.h.b. — zakladni pojmy

N hmotnych bodu
Popis — hmotnosti m;, polohové vektory r(¢),i=1... N

» Stupeii volnosti — pocCet nezavislych parametra
» Volna soustava - 3N stupnii volnosti

» Tuha soustava, tuhé téleso - t.t. (neproménné vzdélenosti) — 6 stupiili volnosti
urCena 3 h.b. r,, r,, r, nelezici v ptimce, jejichz vzdalenosti jsou pevné dany:

d.’f{ :‘ﬁ. _'ﬁ| dh‘m :|'ﬁ. -7 dim :‘FE _Fm

oY

» Popis tuhé s.h.b. — 1épe: udani polohy jednoho bodu (3 soufadnice), osy O prochazejici
timto bodem (2 parametry - thly) a natoCeni télesa kolem této osy (1 uhel)

» Tuhé téleso — spojité rozlozeni hmoty, nedeformovatelné

_ ey _..m _dm , —
p= ,O(rj Z0 v limité: ,0—%/1{1(1); = hmotnost: m —jp(rj dV



S.h.b. — zakladni pojmy

Problémy, kt. budeme fesit:
» Posuvy soustavy
» Rotace soustavy

7 v
Hmotny stred: 7, =1 _ L Zm.;‘% -
M - 11

N
(vazeny prumér, vahy m,) Z m
1

, 1 N 1 N
Rychlost a zrychleni h.s.: | =_— 2 my. a. =— > m.a.
M= " M Zl“ C

S o_dR Y
N ? N
dt dt

N
Celkovd hybnost s.h.b.: [P = Zmi v, = My
1

tj. rovnd se hybnosti h.b. o hmotnosti M a rychlosti vy




Kinematika tuhé soustavy

Parametricky popis pohybu: r,=r/(t) x* = xk(t), k= 1..3 (soufadnice), i = 1..N (pocet bodl)

2—
3N pohybovych rovnic: ﬁl =m, d };’ , i ; l.
dt j=1..N

kde int - interni a ext - externi sily
- nevhodné pro praktické pouziti,
- budeme hledat obecna pravidla pro pohyb s.h.b./t.t.

Poloha 1 bodu, osy prochazejici timto bodem a orientace této osy
»Rotace kolem pevné osy:

bod A a osa — stald poloha — 1 parametr: d@/dt = o(f), o stejna []
body soustavy, rychlost lib.bodu V=@XTr

»Rotace kolem pevného bodu: 0br 40

bod A pevny, osa méni smér - v kazdém okamziku l1ze otacenit t.t.
rozlozit na rotaci kol pevné osy prochazejici pevnym bodem,
avSak v priubéhu ¢asu se méni jak smér osy tak i ® = o(7).

» Translace (postupny, posuvny pohyb)

» Translace + rotace kolem 1 a vice os, obr...



Kinematika tuhé soustavy

Obecny pohyb t.t.
Chaslesova véta: libovolny pohyb t.t. 1ze slozit z posuvného
pohybu a rotace kolem pevného bodu (bod A na obr.)

§(t) =V(f) +@Xt) XF|  (zékladni rovnice kinematiky t.t.)

Ot.: jak zavisi rychlost v bod€ X na volbé bodu referen¢niho bodu A?
Zvolime dalSi bod A'":

PO =V(@) +at) xF  (w-rotace Vaci A) (%)
PO =V' @) +@ @) xF (& -rotace vigi A') (%)

potom téz

V'(t) =V (1) +@Xt) xd (rychlost A’ viigi A)

(%) » V(1) =V'(1) —@Xt) xd +alt) X7 =V' (1) +edt) XF —d) =
¥() =V'(t) +@xt) X7 (coZ je rotace vici A") (Crk)

(**) a (***) = = (!)'
tj. ihlova rychlost nezavisi na referenénim bodu A

nhrn /7



Kinematika tuhé soustavy

Ukol dynamiky t.t. — urcit asovy prubéh pribéhu V(r) a w(¥) a urcit trajektorii r(¢)

Zékladni rovnice kinematiky t.t.  v(f) = V(t) +@xXt) X7
- urcuje rychlost v lib.bodu t.t. z Casového prubéhu V() a w(t), neurCuje vSak trajektorii r(¢)

Z:akladni problém:
e r staly v prostoru — ruzné body télesa
e r pevny bod télesa — neurcitost — nezname ho dfive, nez uréime trajektorie bodu



S.h.b. — sily

Dva druhy sil (z hlediska soustavy):
1) Vnéjsi sily F £, které maji svoje centrum mimo soustavu

2) Vnitini (interakéni) sily F. !, které reprezentuji vzajemné pusobeni
mezi jednotlivymi hmotnymi body soustavy. Ridi zakonem akce a

reakce = = =
Ej B Fji = Fii =0 centralni sily




S.h.b. — hybnost, moment hybnosti

Vnitini sily: F, =-F, tedy F,+E, =0

Plati pro vSechny dvojice: ~ (F, +F,) +(F; +E)+Fy +F)+...=0

(1—:23 +1—:32)+{1—:24 +F42)+...:U

=0
= vyslednice v§ech vnitinich sil F 1= (0
— -] — —
Fx) F)+Y FF =F" D
A - pe=4aF
= Z% = i ﬁi :d—P dt
dt dt dt

kde P = Zml.ﬁi =Mpv, celkova hybnost soustavy

1. véta impulsova (véta o hybnosti s.h.b., t.t.):

casova zména celkové hybnosti soustavy = vyslednici vnéjSich sil piisobici na soustavu




S.h.b. — hybnost, moment hybnosti

Disledek: FE = dP _d My, =Ma
dt  dt

Véta o pohybu hmotného stiredu s.h.b.: hmotny stied soustavy se pohybuje jako h.b.,
ktery ma celkovou hmotnost M soustavy a na néjz pusobi vyslednice vnéjSich sil.

Zakon zachovani celkové hybnosti: V izolované soustavé (tj. na kterou nepiisobi
zadné vnéjsi sily, F* = 0) se zachovava celkova hybnost soustavy:

dP
dt

|

=0 = P=const (3 rce pro kazdou slozku, P, = const , k=1,2,3)

W WV v

= Z’? XF;' DI;L[)Q%g.pole, g=con§ imlrlx g: M’; I G 0
nebot’ G plisobi ve hmotném stfedu, soustava nerotuje

v homog.poli tedy t€ziSt€ = hm.stied



S.h.b. — hybnost, moment hybnosti

Pozn.:

3 skalarni rovnice pro 3 slozky (rce plati pro jednotlivé slozky)
e vnitini sily nemohou ovlivnit pohyb hm.stfedu, v = const.

Pt.: vystiel, délostielecky granit, ohnostroj, pohon raket (raketa + palivo)
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S.h.b. — hybnost, moment hybnosti

Moment sil
(muzZe byt nenulovy i kdyZ celkova FE = 0, viz. silova dvojice)

Vnitini sily: F;; a F; lezi v pfimce — maji k lib.bodu stejné rameno — jejich momenty se
vzijemné rusi, tedy:

Vysledny moment vnitinich sil soustavy je vzhledem k lib.bodu prostoru nulovy

A - FXE =Fix(EP +E®)= ixED +ixE® =M + M®

N
ME = d_ kde L = Z . ... celk. moment hybnosti soustavy

2.Véta impulsova: Casova zména momentu hybnosti s.h.b. vzhledem k libovolnému
pevnému bodu je rovna vyslednému momentu vnéjSich sil vzhledem k témuz bodu.
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S.h.b. — hybnost, moment hybnosti

matem. dk.: nebot’ F;; = - Fj;

erF Z(r Y F, j Z(r xF| +7, xF)) :lZ((Fi +,) 5 ) 20 || vektory

i,j 2 ]

Pozn.:

 II. impulsova véta je splnéna také tehdy, zvolime-li za vztazny bod hmotny stied soustavy, ktery
obecné neni pevny.

« Sily, které zplisobuji zrychleni hmotného stfedu, vSak v ném maji své plisobisté a jejich moment
vici nému je nulovy.

e Vlastni pohyb hmotného stfedu nema vliv na ota€eni jednotlivych hmotnych boda kolem osy,
kterd jim prochazi.

Pozn. Moment sily M; (EM,) zpusobuje pohyb v roviné 12 (tj. xy) !
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S.h.b. — hybnost, moment hybnosti

Zakon zachovani celkového momentu hybnosti:
V izolované soustavé (tj. na kterou nepisobi Zzadné vnéjsi momenty sil, M* = () se
zachovava celkovy moment hybnosti soustavy

dl_; . (3 rce pro kazdou slozku, L, = const, k=1,2,3)
E =0 = L =const (plati pro izolovanou soustavu a vSechny druh sil)

Pt.:

pohyb v centralnim poli (2.Keppleriv z.)
elektrony v atomu (elektron. slupky)
sluneCni soustava - stabilita, tvary galaxii
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S.h.b. — hybnost, moment hybnosti

Shrnuti — vlastnosti:

* obé impulsové véty plati zcela obecné pro libovolnou s.h.b. (tuhou i volnou), pro
libovolny druh sil, i mimo Newtonovskou mechaniku (relativistické rychlosti,
kvantova mechanika)

* vnitini sily nemohou ovlivnit pohyb hm.stfedu, vy = const., nemohou zménit hybnost ani
moment hybnosti soustavy

e 6 skalarnich rovnic — uplny systém urcujici pohyb tuhé s.h.b. nebo t.t. - urCuji 6 funkci,
napt. V(t) a Xt)

» Izolovana soustava (tj. neptsobi vné&jsi sily nebo je jejich vyslednice nulova, F E= 0):
plati ZZH, ZZMH
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Energie s.h.b.

Celkova K.E. soustavy: E = Z

Vo 'l

Prace: W = ijf’ldi :Z%ml. ((vl.B)2 —(vl.A)z) =E,f —EkA
1
(viz véta o prirtstku K.E. h.b.)

Prace vykonana vSemi vnéjSimi i vnitinimi silami na s.h.b. = priristku K.E.
soustavy

Pozn.
Vnitini sily konaji praci jen u volné soustavy
Pt.: pruzina, expanze plynu, raketa, vystiel... (auticko na setrvacnik, elektromobil) ... volné soustavy

Jsou-li vnéjsi i vnitini sily piisobici na t.t. konzervativni, je soucet P.E. télesa
ve vnéjSim poli a jeho K.E. konstantni - zakon zachovani mechanické energie
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Energie s.h.b.

Rozklad K.E. soustavy: (referen¢ni bod = hmotny stied)

—

.=V, +v’ V, —rychlost hm.sttedu ¥’ — rychlost h.b. vii¢i hm.stiedu
1o v 1 - 1
E, :ZEmi (VS +\_;;_S) :—MVS2 +VSZWLZ.\_);.S +Ezmi (‘_2;5)2

2 .

0

i :lMVSZ +Zlml. (V.S )2

Véta o rozkladu K.E. (Konigova véta): K.E. s.h.b. (t.t.) se sklada z K.E. bodu o
hmotnosti rovné celkové hmotnosti soustavy s rychlosti V¢ hmotného stredu soustavy

2. Clen se nazyva vnitini K.E. soustavy
16



Energie s.h.b.

Zvlastni ptipady:

a) t.t. se otaci kolem pevné osy

(referencni bod = libovolny bod na ose otiaceni)

K.E. rota¢niho pohybu:
7, = @7

1

rot — _’2: l _’_'221 2 qin2 :l 2:£ 2
E, —ZZmi(vi) szi(wx’?) ZZmia}ri sin” a ZZmia}Ri 5 Zml.Rl.

— 2 4 [ \4 O we* . pd
J = Z m.R, def. momentu setrvaénosti J° télesa vuci lib. pevné ose
R, — vzdélenost od osy,
J zavisi na rozlozeni hmoty

JO = j R2dm :j R>pdv

Kinetickd energie — otdceni kol pevné osy:

E, =L o7
2

Demonstrace: téleso pohybujici se po rotujici desce, cvi€eni s ¢inkami a s bicyklovym kolem na to¢né - viz kap. 5
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Energie s.h.b.

b) Obecny posuvny a rotacni pohyb (osa rotace prochazi hm.stfedem)

S
i

E"” :% m, (\7.5)2 ZZ%mi(CTJXFiS)Z :%Zmia}ri(m sin® g %Zml CJR;:%JS 0,

1

v, = ‘75 +v> kde \ZS =xr" jerychlost vici hm.stredu (= ref.bod)

1 1
E = 5 M VS2 + 5 J Saf ... rozklad K.E. (Konigova véta) pro tuhé téleso

M - celkova hmotnost,
Js - moment setrvacnosti vii€i ose prochdzejici hm.stfedem

V¢éta: libovolny pohyb t.t. 1ze rozlozit na co malé primocaré
translace + rotace kolem okamzité osy otaCeni prochézejici
lib.bodem v télese

18



Energie s.h.b.

Vztah mezi J (vici ose jdouci hm.stfedem) a J (vici || ose jdouci lib.bodem)

J, :jrjdm :j((a +xl)2 +x; +x§)dm :Iazdm +J.Z3:xl.2dm +j2ax1dm
1

=Ma’ +J‘rszdm +2aM\xl(s)

J,=J,+Md’

0

Steinerova véta

Pozn. Jgje minimalni (tj. mom.setrvacnosti vici ose jdouci hm.stiedem)
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Shrnuti

W e\

e Z.7. celkové hybnosti soustavy
e /.7. celkového momentu hybnosti soustavy
e /.7. celkové energie (jen pro t.t.)

e 2 vektorové + 1 skalarni rce — celkem 7 mechanickych veliCin v 3D prostoru
(energie, 3 slozky hybnosti a 3 slozky momentu hybnosti )

* Vrovin€ 4 mech.veliCiny (E, p,, p,, L;)

e Obsahuji jen 1. derivace soutadnic - rychlosti (x Newtonovym pohyb.rcim)
tzv. prvni integraly pohybu
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Statika - zjednoduseni soustav sil

Dynamicky ekvivalentni soustavy sil — rtizné sily se
stejnou vyslednici sil FZ i momentt sil ME

a) Volba referen¢niho bodu

T TE —_\" 7 «I'E
=T+l M* =) "F xF,

1
TI1E _ —! —~E _asE 7 orE
M'* =37 xEF =M" = xF

o Pokud FE =0 potom ME = M'E (tj. nez4visi na volbé ref. bodu)
* Pokud [ || FE potom ME =M"E "

b) Preneseni pusobisté sily — podél piimky p

rovnéZ ME=M'E j

21



Zjednoduseni soustav sil

c) Dvojice sil — stejné, antiparalelni, F + (-F) =0

(=F) =0 avsak

F+
M*+M?® =F* xF +7% x(=F) =d xF #0

Moment dvojice sil —
volny vektor nezavisi na volbé ref.bodu, 1ze ho
prenést do lib.bodu t.t.

d) Preneseni pusobist¢ do hm.stfedu — vSechny sily
pusobici na téleso 1ze prenést do hm.stiedu

WV eV
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Moment hybnosti, moment sily

FETHE T =T 4
m XV, =) [m (] +75) X5, +)] =
Z Iy XV +Zmr ><v +7 Xva +Zmr XV
S

[
.. - 0 0
L=L,+L

L mtzeme rozdélit na ¢ast pochédzejici od hm.stfedu (t€Zisteé)

+ Cast pochdzejici od vSech Castic vzhledem k hm. stredu
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Rovnovaha téles

Vysledna sila FE=0
Vysledny moment sil ME =0

Pozn.1 T¢€leso je v rovnovaze, ale nemusi byt v klidu, miiZe se dokonce otacet
Pozn.2 Aby téleso bylo v klidu viici s.s. musi byt podrobeno vazbam

Pf. rovnoviha na Zebiiku — feSeni viz pfednaska
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