Gravitace

Newtoniiv gravita¢ni zakon:

»Mezi dvéma télesy o hmotnostech m, a m,, které jsou od sebe
vzdaleny o r, ptsobi stejné velké sily vzajemné pfitazlivosti, jejichz
velikost je pfimo Umeérna soucinu hmotnosti m, a m, a nepiimo
umérna ctverci vzdalenosti » .
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» gravitacni sila je sila pritazliva a centralni

« gravitatni sila je silou konzervativni a milze byt proto
charakterizovana intenzitou E a potencialem ¢
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Gravitace

Intenzita E a potencial ¢ gravitacniho pole
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diskrétni rozlozeni hmoty spojité rozlozeni hmoty
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integracni konstantu K 1ze volit, obvykle se voli K=0, potom hladina
nulového potencialu se nachazi v nekone¢nu (» — o, @ — 0).
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GraVitaénll pOIe Zemé sloup i’* ,"':"'II’-' :
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Gravitacni pole zemé i
= B m;gi a
Zemé ma velmi priblizny tvar koule (geoid) >
| |
polomér: R = 6378-10° m 7 \
- studna
hmotnost: mZ — 5,98 1024 kg | ?'12"";’ v Syené
| Erathostenovo méreni
velikost gravitai’:niho zrychleni v nadmotske vysce A: obvodu Zemé&
dq —‘E‘— : - a, = K— =98 m/s’
( R+hY h=0 > =g= R

Potencialni energie télesa v nadmotské vysce 4:

AE =E(R+ h) —E(R) =-x—22 42" _ Rz[l— I j—m h
p = Ep(R + )= E,(R) Reh R CENR Ren) B R

na povrchu zeme€ pro 7 << R : E, ~mgh

Yo ad

uréeni hmotnosti Z — Cavendish, 1798: "vazim zemekoul1"



Mereni gravitacni konstanty

x—
e pro jeji ureni bylo nutno provést skute¢né '
mérfeni sily pusobici mezi télesy definované Torsion wire

hmotnosti

o torzni vahy, kde tihova sila pusobi na télesa
kolmo k ose rotace vah, takZe nevlivhi méreni

Henry Cavendish (1731 — 1810, Anglie)

o méfil vr. 1798 pomoci torznich vah gravitacni konstantu v jinych jednotkach —
po pfepoltu x =6.74x107"'kg™ m’s™
pro néj to ale byl neprilis podstatny mezivysledek

kone¢nym publikovanym vysledkem jeho experimentu byla pravé prumérna
hustota planety Zemé (5.448 g cm‘3)



Gravitace

4 Tiha | - sila, ktera udéluje télesu zrychleni voln€¢ho padu

4 na povrchu Zemé je dana vektorovym souctem gravitacni sily a sily
odstiedivé (vyvolané rotaci Zemg¢)

—

szgzﬁg+ﬁad a!(m,:o)zr<<¢:1gg re(0,R)

4 tihové zrychleni — zavisi na zemé&pisné S$ifce,
zploSténi Zemg,. ..
zemépisny pdl ====P> =983 m/SZ‘

rovilk ====D> ¢ =9 79 m/s’

45° severni §itky ===>> &, =|g=9,80665 m/s” |
| (presné)

M¢éiteni tihového zrychleni - reverzni kyvadlo (praktikum), balisticky gravimetr (volny pad ve vakuu)

Pt.: jak se liSi g u zemé a u hlavy (aneb k ¢emu miZe byt dobry totédlni diferencial)
a, = sz/r2 da, = —2szdr/r3 ==2a,dr/r, kder =R +h,dr =h =1.7m

— - —2 W /7 A% . .
da . = 43700 ms™ ..... ureni zmén a, i bez znalosti K, m,,



Potencialni energie soustavy

P.E. — interak¢ni energie, spolend vlastnost obou téles

m.m.
PE. pro vice téles: E b Z —K —
’ j
i#j
— _ -
Ecelk - Z_mvl‘ +Z K =const
2 i,j 2r,

i%]
Kontrola: pfedmét vyhozeny vzhiiru se vzdaluje od Z

- roste nebo klesa jeho P.E.?
- prace vykonana gravitacni silou je kladna nebo zaporna?

Pt.: pfedmét (mi€) vyhozeny vzhiiru — porovnejte K.E. mic¢e s K.E. Zem¢




Kosmickeé rychlosti

Kruhova rychlost (1. kosmicka):

5
. mMy _ mug P KMz . . v
Fo=8F = K H o — e = [Upr— R —> stanoveni hmotnosti planet (hvézd)

prvni kosmicka rychlost:

M
. ozn. a,=K—%
=R = = “U? = \/gR; = 7,9 km s1 p $ R’
Unikovd rychlost (2. kosmickd) — opusténi grav. pisobeni Z:
v centralnim gravitacnim poli: %ma f.mg/ =F
parabolicka draha nebo hod svisle vzhuru, aby téleso nespadlo zpéet: E = 0

1.2 .mMz; s 2cMz
= Smu k=g~ — == z _U—R

R=Rs = |iy= 2“"’17 =i g Ry = 11,2 ki 57—

(pozn. nutnd 2-ndsobna energie proti
1.kosm., vj; pro slunce = 615 km s!)

1 2kM _
3. kosmickd:|v,,, = R =42,1kms™|  ob&zrychl. Z: 29,7 km s-!

VA

opusténi grav. pisobeni S

Pozn. Schwarzschildav polomér: Rg = 2K Wl/ o (1916, Laplace 1798)

pro Slunce R, = 3 km, Zem¢ 9 mm, ¢.d. uprostied nasi galaxie 7.8 x 10® km

Pozn. Slapové sily, prelévani momentu hybnosti Z — M, synchronizace pohybu Z a M:
AT = 20us/rok, Ar = 3 cm/rok 7

Pozn. gravitacni prak



Energie pfi pohybu v centralnim poli

Pfi kruhovém pohybu: F, = F, p mM _ my’ p mM _ my’
r’ r 2r 2
— Ep/2 =K,

Celkova energie télesa pii pohybu v centrdlnim poli:
1 M
Eo =E +E, =—my’ -« = E 2=,
r

E_, <0 kruhovy, elipticky pohyb

E_, =0 pohyb po parabole
E_, >0 pohyb po hyperbole

Pozn.: QM - atom

Paradox padajiciho satelitu




Gravitace

Moment sil v centralnim poli:
Pusobi-li na téleso pouze centralni sila (napr.gravitacni), potom na

téleso pusobi nulovy moment sil: E
E,= /()"
r
L - - = .y
o M=0 | m=) T =i zachovava se moment
hybnosti télesa
L=Fxp=Fxmi =mi v~ mf {@X’) =m@r’ =konst

kruh. pohyb
= vektory r a v leZi v rovin€ kolmé k L, L || @ — plos$ny pohyb

Zavér: jak celkova energie tak celkovy orbitalni moment (= moment hybnosti) téles,
na které piisobi pouze centralni sily, jsou konstantami pohybu.

Viz QM, popis atomu




Pohyb v nehomogennim gravitaénim poli — Keplerova uloha

1. Keplertuv zakon

Planety obihaji kolem Slunce po elipsach, v jejichz jednom ohnisku lezi Slunce.

2. Kepleruv zakon

Pruvodi¢ spojujici Slunce s planetou opisuje stejné plochy za stejné ¢asové intervaly.

3. Kepleruv zakon

[Pomér druhych mocnin obéznych dob dvou planet je roven pomeéru tretich mocnin velkych poloos jejich trajektorii.

'Tg N (9 10



Pohyb v nehomogennim gravitacnim poli — Keplerova uloha

2. K.Z.: obracena uloha - pokud je ploSna rychlost konstantni, co z toho plyne?

1 L v, _dr v
i, =Lixi =L =konst tedy 0=22 =T 5 45 < 5w =0
2 m dt dt dt

— zrychleni vidya || 7

Zavér: 2. K. Z. = sila je centralni (leZi na spojnici planety a slunce)

Ukol: odvod’ 3. K. Z. pro kruhovy pohyb
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Pohyb v nehomogennim gravitacnim poli — Keplerova uloha

1. KZ

odvozeni

(Nﬂsleduﬂci odvozeni drahy pohybu nebude vyiadovano ke zkoudce a vyklad I. Kep]eruva zikona bude vyfadovin
pouze v pfehledu). Vy r-im-bfm 2e -3:1&0 nu -},nc:.lcow:, ny " he rgh’ A mom. h(ybnod‘a

Slozky rychlosti dostaneme derivovanim III dle ¢asu 3 v pe la'vmach so km:ﬂ.uuaq

i f
X =rcos@ v, = % CosQ — rff sin ¢ (2.24)
y =rsing -
=0 v :f—!'-r—annqﬂr-d—(’ocosqa
Z Toodt dt
Pro konstantni vektor by z (2.23) déle plati (viz obr. 2.2)
o L = mr’
1 . rl — — " — 2
Lp = M(XaVy =X V) Ly & bo=mrvsina=mr=a- < koust (2:25) L.,L =0
x? "y
Pro celkovou mechanickou energii plati dle (1.95) a (2.8)
E,=E,=E,+E, =%m1_m:M = konst (2.26)
Déle plati z (2.24)
V== (@) r @y @27)  pEm i g
1 . mM
a tedy E0=—m(r2+l’2¢2)— y
2 r
_l dr d@ 2 xkmM
E, = 2 W[(d‘ +r ( ) } _r (2.28)

Z rovnic (2.25) a (2.28) miZeme nyni urdit zavislosti g—r-a Je A hledame: r=r(¢)
12



Pohyb v nehomogennim gravitacnim poli — Keplerova uloha

Z rovnic (2.25) a (2.28) miZeme nyni urdit zavislosti %I- a i—? .Je

=—%  zde b =L, (2.29)

T 2.2 (2.30)

kde jsme zavedli o=xmM. L

Pii fefeni Keplerovy tilohy nas misto ¢asovych zavislosti r(t) a ¢(t) zajima pouze

draha @(r). VyuZijeme vztahu

do =d¢}ldr. 2.31)
dr dt dr

Dosadime-li sem z (2.29) a (2.30), mame

dg _ by l (2.32)

dr mr® 250 20 b:
+ _
N\ m  mr m*?
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Pohyb v nehomogennim gravitacnim poli — Keplerova uloha
a polarni uhel @ bude dan integralem z pravé strany dle proménné r. Jak se lze

piesvédcit derivovanim, je vysledkem integrace funkce

b, om

r b,
;=m1 +k (2.33)
b,

¢ = arccos

2mE, +

: , . om
zkrat'me nyni zlomek vyrazem — , kde bude
bﬂ-

L
fp = mﬂ___}_k
2B, b; (2.34)
; —+1
oa’m
j /
Ozna¢me je$t& nyni mala [Du/ao,lq
=
—_ bﬂ: . — —
“an ) 172 (2.35)
(p neni hybnost ) ™\ LI'EA,!
2E, b?

“Vam ! 14

a’m



Pohyb v nehomogennim gravitacnim poli — Keplerova uloha

(2.33) pak ptejde na tvar

¢ = arccos———+k (2.36)

' 1+£cos(¢—k)

(konec nepovinného odvozent)
co? je polami rovnice kuZelosetky. Zde velitina r udévé vzdilenost bodu na ;)fhﬂ?séfjkem s.8.
kuZelosetce od jednoho ohniska a uhel (@-k) je dhlem, ktery priivodi¢ svira s osou
kuZelosetky prochézejici ohniskem. Pro urfeni charakteru kuZelosedky je

rozhodujici parametr €. Plati

£<1......elipsa (2.37)
€=1 .......... parabola = J?_ETJ_’;_’_I
€>1 e, hyperbola :z "
Podminka (2.37) znamena dle (2.35) p= .;’L
elipsa Ey < 0 @3y  o=xmM
parabola Eg =0 Po =l 15

hyperbola E; > 0



Pohyb v nehomogennim gravitacnim poli — Keplerova uloha

Omezime -li se na Ey <0, je obsahem rovnice (2.36) 1. Kepleriiv z4kon:

Planety obfhaji kolem Slunce po elipsich, v jejichz jednom ohnisku leZi

Slunce.

Je-li Eg20, neni driha hmotného bodu uzaviens a hmotny bod projde silovym
polem pouze jednou. Nejmensi velikost rychlosti, kterou musi hmotny bod ve

vzdalenosti r od centrélni hmoty mit, aby mohl pole opustit, ziskame z podminky

E, =Lmv ™ _g (2.39)

Dosadime-li sem hmotnost Zemé za M a polomér Zemé& R, za r, dostaneme 2.

kosmickou rychlost (rychlost k opusténi Zem¢€ pfi startu ze zemského povrchu).
Jeji hodnota je pfiblizné 11,2 km/s.

X emM
Po/ooaa_ a4 = - 1C, 9E,

Velkd poloosa urcena celkovou energii E, télesa

ot.: pokud pfi pohybu po elipse roste celkova
Lg, energie, roste nebo klesa velikost velké poloosy?

[2(6,) m 16



Pohyb v nehomogennim gravitacnim poli — Keplerova uloha

Odvod’me (odvozeni opét nebude vyzadovino ke zkowsce) Na ZAVEr je¥té vztah mezi dobou
obChu hmotného bodu a velikosti velké poloosy a tohoto pohybu. Souéin plodné

rychlosti a doby ob&hu T musi byt roven obsahu eli psy o poloosach a, b

Typ=mab (2.40)
Dosadime-li sem z (2.23), mdme

Tbo= 2mmab (2.41)

Z teorie kuzelosetek vyplyva, Ze v pipadé elipsy je parametr p roven 2-.
a

Dosadime-li za p z (2.35), mdme
a 1/2
b= bu{a) _(2.42)
Dosadime nyni do (2.41) a rovnici upravime
Th, = 2mamaby(—)" (2.43)

T = 2mom" a2

. 4n’ma’
T a Pozn. Pokud hmotnost m, obihajiciho télesa neni
zanedbatelnd vii¢i hmotnosti m, centralniho télesa — viz
3. Keplertiv zdkon: T 4n® konst problém dvou téles ... obé télesa obihaji po elipsach
' . M ' 17
a M



Pohyb v nehomogennim gravitacnim poli — Keplerova uloha

Uloha - 3. KeplerGv zakon - pro télesa srovnatelné hmotnosti pti obéhu po kruznicich

Télesa se pohybuji kolem spole¢ného hmotného stfedu ve vzdalenostech r, a ry, kde
ry+rg=r

Dostrediva sila F, = mraf se rovna gravitacni, tedy:

4772_ mmg 4 77 _ myumyg
2 2 o Mplg— =K 2
T r T r

M ATy

Prvni rovnici zkratime m,, druhou mg a se¢teme je:

2
+
ATt sy (Lo AT
T r r K(mA+mB)

Zname-li vzdalenosti, umoznuji uvedené vztahy vypocitat hmotnosti téles,
napr. hmotnost mésice, ze znamé hmotnosti zemé, vzdalenosti a ¢asu obéhu:

_47721’3
— o

Zde vSak pozor — odecitame dveé blizké hodnoty lisici se 0 ¥1% — znaCna nepiesnost

My

_MZ

18



Garvitaéni pole Zemé

Hmotnost Z, S, planet, hvézd:

M

L, M,=a,R,;/Kk =598 x10"kg

- z gravitacniho zrychleni: a, = kK—;
yA

8
- z ob&Znych dob (mésicu, satelitll, planet kolem centra), 3.KZ = M =41°R’ | KT*

- a jak urcit hmotu mésice, pokud nezname vzdalenosti ani obézné doby?

Vzdalenosti ve vesmiru:

-3.KZ: T?/a® =konst ...je treba znat referenéni vzdalenost (napf. Z-S)
pfechod Venuse pfes S - slunecni paralaxa, trigonometrie — rozdil po¢atku a konct pfechodu z rliznych
mist na Z, (8-105-123 let), 1.pfedpoved Keppler, Halley, Cook (1769 Point Venus, Tabhiti)

- vesmirné sondy, radar, laser, dalekohled

- extrasolarni planety (z méreni vlastniho pohybu hvézdy, Dopplerova jevu vlivem radialniho pohybu)

- paralaxa — vzdalenosti blizkych hvézd, druzice Gaia v L2

19



Lagrangeovy body - liberaéni centrum

Libraéni centrum (Lagrangetiv bod, 1772) — body v soustavé tif téles (slunce S, planeta Z, téleso)
treti (relativné€ lehké) téleso tak, Ze toto téleso umisténé v daném bod¢ neméni vici soustaveé svou
polohu vici S a Z: v bodech L1 (L2 a L3) sniZzuje (zvySuje) Z grav.plisobeni S a ob¢h télesa se
synchronizuje s obéhem Z.

Centra L1 a L2 soustavy S-Z lze vyuzit pro umisténi druzic pro pozorovani Slunce nebo vesmiru
(teleskop Jamese Webba v L.2). Jsou vzdélena asi 1,5 milionu km (0,01 au) od Zemé.

Poloha télesa je stabilni pouze v bodech L4 a L5 (téleso ma pii vychylce tendenci kolem téchto bodi
oscilovat). V redlu je jejich stabilita omezend (vlivem plisobeni dalSich planet), relativné stabilni je
pouze u Jupitera (zachycené planetky).

Body L1, L2 a L3 jsou v rovin€ ob&hu nestabilni 1 pfi malé vychylce od idealni polohy, lze vSak najit
sklonéné polostabilni ,,halo* drahy kolem téchto bodi (vyuZivané k umistovani druzic).

20



Gravitacni viny

Zdroj g.v. — vzajemny pohyb téles (srazky ¢ernych dér, neutronovych hvézd, vybuchy supernov)

Detekce — interferometr LIGO, 2015

1
1000

L
Rest 1] 20 100
Frequency (Hz)

Power
Recycling s‘;‘;ifn’"r Ly=4km
Laser ow U & L1 100 kw Circutating Power : |
Source Test Test
Mass Mass
Signal
Recycling
"W Photodetector
Fully
™ reflective
mirror
E
=]
o
E v
-
H Partially
3 reflective
Power — — mirror Fully
recyclin H reflective
mirrors v \ 4 ke (2.5 mi) mirror
S - i S—— N
Laser . - ] ",

s
:
Beamsplitter v
:
Interference
‘I patterns

Light
detector

* Not to scale
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Doplnék: rovnice elipsy v polarnich souradnicich se stfedem v jednom z ohnisek (F2)

(¥ y i
Elipsa je definovana jako mnoZina bodi, pro které je soucet vzdilenosti od dvou pevné da-
nych bodi (ohnisek F4 a F2) konstantni, tj.

XF| + XF, =const . (9.1)
Hodnot konstanty snadno uré¢ime pro bod X = X, ktery je situovany podle pravého obrazku:
XFp + X Fa =(ﬂ—€}+{a +E] —3#:
Rovnice elipsy tedy bude mit tvar:
XFy + XF; =2a, (9.2)

kde X je ibovolny bod na elipse. Jednotlivé body maji podle obriazku soufadnice:
X=(rcosg,rsing);
Fy=(=2e.0); (9.3)
Fos =(0,0),

22



Soufadnice bodi nyni dosadime do rovnice elipsy, vzdilenost dvou bodu vyjadfime jako od-
mocninu ze souctu kvadrati rozdila souradnic:

th+xF2=2ﬂ' =

J{r COS P + EE}: +(rsin .‘,;n:ll]1 + Jl[r cOos q}}z +(rsin qa]l =2a —-

Jrl +4r€cﬂﬂg¢1+4€2 + r=2a.

To, Zze druha vzdilenost musela vyjit r, je na prvni pohled patrné z obrazku. Ve vysledném
vztahu ponechime na leve strané jen odmocninu (Clen r prevedeme doprava) a obé strany
umocnime na druhou:

-Jr1+4recus:;;r+4~e2 =2a-r =

¥ 7 7
r-+4recosgp+4e” =4a” —4ar +r? =

=
FE{.TDEQT“FE_:EE-HF =

a’—e’ 1—[.9.&1]2

F= e

@+ ecos g T +(£Ia)cn5q:- L

Rovnice elipsy se vétSinou pise ve tvaru:

W
l+&cose

p=a(l-£), p=b*la 9.4)
E=ela.

Veli¢iny p, £ se nazyvaji parametr elipsy a numericka (bezrozmérnad, ¢iselnd) excentricita,
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