3. Energie a pohyb v silovém poli

Anotace:
3. Energie a pohyb v silovém poli.
Price, vykon, kinetickd energie. Konzervativni pole, intenzita a potencial, centralni sila, linearni

harmonicky oscilétor, potencidlni energie. Nekonzervativni sily, tfeni. Gravitacni zdkon. Pohyb v
gravitaCnim poli, Keplerovy zikony.



Prace

Utinek sily — popis :

e podle drihy, na niZ sila ptisobila na h.b.
(drdhovy ucinek sily) :

« podle doby, po kterou sila piisobila (¢asovy Ucinek s.) :

Prace: dhrnné ptisobeni sﬂy na h.b., ktery vykonal pohyb po zadané draze:

W = F@—)ZF ~ | F W5, kdeds =ds @ =dr

N — 00
W - skalarni velicina, zav1s1 na pocatecnlm a koncovém bodé a na tvaru drahy a
pusobici sile )

- B
= [F s = IA Fdx, +F,dx, +F,dx,| [J,eV]

Integral po draze [ (krivkovy integrdl 2. druhu), lze vypocitat, zname-li
prub¢h integrované fce po dané draze

Elementarni prace: |dW = Fdx, +F,dx, + Fdx,

praci kona pouze te¢na slozka, tj. ve sméru pohybu (ot.: a co kolmd sloZka,napf Fy, F.?) 2



Prace

Vypocet kiivkového integralu: kiivku zadame parametricky (parametrem je napft. ¢as)

Krivkovy integral 2. druhu — integrdl vektorové funkce ptes vektorovy element

I, :.[ F 5 vekt.element: ds = (dx,,dx,,dx,) :(dx1 d. dx, dr. dx, dtj :(dx1 ,dxz | dx, jdt
| dr—dt  di dr’ dr’ di

Zapamatujte si:

— B
—  Mechanicka prace je integralem (W = IF Lds = IA Fdx, +F,dx, + F.dx,
!

— Integral se po¢ita po kiivee, po niz se pohybuje téleso. Kitvku zadame paramet-
ricky, vypocteme diferencialy dx, dy, dz, a tim prevedeme integraci na standardni
mtegral s uréitymi mezemi.

Krivkovy integral 1. druhu - integral skaldrni funkce pies skaldrni element

2
I, = L fls  skaldmni element: ds =~/d5 [d5 =) dx’ :\/Z (%) dt

kde f mizZe byt napt. délkova hustota o — hmotnost dratu, (pokud f=1 — délka kiivky)




Prace

Zapamatujte si:

— Pokud checeme poéitat kitvkoveé integraly, musime mit ki1tvku zadanou paramet-
ricky.

—  Pro kiivku najdeme vektorovy element ds = (a’x, a’y,a’z)l a skalarni element
ds = (a’x2 +dy’ +dZ2)U2-

— Integral prvniho druhu je integral ze skalarni funkce a skalarniho elementu.

— Integral druhého druhu je integral ze skalarniho souc¢inu vektoroveé funkce
a vektorového elementu.

a
-

f.: vypocCtéte praci vykonanou gravitaCnimi silami pii vodorovném vrhu v homog.grav.poli
(viz ptfednaska)

.
-

i.: vypoctéte délku kruznice zadanou parametricky




Prace

Z vlastnost{ integrdlu plyne: W, . =-W,_,  (po stejné draze)
B~ A~
Flds =—| Flds
A B
Konvence: W > 0, pokud sily urychluji pohyb, tj. zrychleni a > 0,

W < 0, pokud sily pohyb zpomaluyi, tj. a < 0,
W = 0, pokud tecCna slozka sily je O, tj. F' [1k trajektorii

DalSi odvozené vztahy:
dW =F [ds =F ¥ [ds =F [@ Qidt =F @dt

B _.
W = IA F Dbdt v =¥ (t) - okamZitd rychlost
dw - .
Vykon okamzity: P = — =F [ - Z F, 1,
{ j

II



Kineticka energie

Mira schopnosti t€les konat praci

Kineticka energie _

2
Ek :p_
2m

Vztah mezi praci a K.E.
dv 1

dW =F [di =m— Qdt =—md (v &) :demvzj

dt 2

1 1 1
W, =J‘12d(§mv2j =§mvz2 —Emvl2 =k, -E, 6 =

piipomenuti:

Vv =dr/dt tj.
dr =vdt

dr =ds

UziteCné obraty:
f{vw):mﬁﬁ
dt dt
i (v EP) = 21/@
dt dt

j. v =vQ

Véta o prirustku K.E.: prace vykonana vSemi vnéjSimi silami na h.b. prejde-li z
bodu 1 do bodu 2 po draze s = prirustku K.E. h.b. (tj. rozdilu K.E. mezi body 2 a 1)

K.E. shrnuti:
Skaléarni veli€ina - mira schopnosti t€les konat praci, zména K.E. = praci vné&jsich sil

Z.avisi na volbeé s.s.

Znaménkova konvence: pokud sily pohyb podporuji dE,=dW >0, ptirustek K.E. je kladny a naopak

pti brzdéni dE,=dW <0 (prace brzdnych sil)

Zména E, umoznnuje urcit prici, aniz bychom znali detailni prubéh sil F,=f (t,x,..

.) — prvni

integral pohybu, (QM: viz atom — nelze urcit F, v, r, ale zndme energie a orbitdlni momenty)

Pamatujte: prace se kond pouze pti pohybu po drize, As # 0



Energie a konzervativni sily

Silové pole - napft. gravitacni pole, elmg. pole, napétové pole v materidlu ...
e vektorové pole
e urcuje silu v kazdém bod€ prostoru

Konzervativni silové pole (pole konzervativnich sil) téZ potencialové pole:

* Price zavisi pouze na pocatecni a koncové poloze t€lesa, nezavisi na cesté —
konzervativni sily ()

e Disledek — prace vykonana po libovolné uzaviené kiivce je nulova }

(W), = (W), w zcﬁfﬁ ds =0

Obracené tvrzeni: pole je konzervativni pravé tehdy, pokud prace I1
vykonand mezi dvéma body nezéavisi na cesté, ale pouze na (7})
pocatecni a koncové poloze télesa

Priklady:
Konzervativni: gravitaCni pole, elektrostatické pole, elastické sily
Nekonzervativni (disipativni): sily tfeni (odpor prostiedi), magnetické pole

Dalsi charakteristiky konz.pole: pii pohybu po lib.uzaviené kiivce je E, poi — E, ione
a zaroven v okoli nedoslo k zZddnym zménam X = 1ot F
Pozn.: rotgradf =[x [ A 0,tedyk =F 0 ...diferencidlni charakteristika konz.pole v



Potencialni energie

Potencialni energie:
Pokud prace z4visi pouze na poloze pocatecniho a koncového bodu, miiZzeme zavést
odpovidajici veliCinu zévislou na poloze — potencialni (konfiguraé¢ni, polohova) energie, E :

2 -
W, =~[ F@s =E,, ~E,, =&

4

Rozdil potencialnich energii mezi 2 libovolnymi body konzervativniho pole je
roven zaporné vzaté praci vykonané vnéjSimi silami na tento bod.

Pozn.
PE. 1ze zavést jen pro konzervativni pole, jinak bychom po riznych drahach
dostavali ruzn€ hodnoty E, ( = perpetuum mobile I. druhu, neplati Z.Z.E.)

P.E. je urCena az na aditivni konstantu (vyznam ma pouze rozdil P.E.)

Pt. konz.poli: homogenni pole, centralni pole - gravitacni pole, elektrické pole, elastické sily
Néazorny pft.: svisly vrh v hom.grav. poli, pruzina

Pf.: vypoctéte E

tthového pole  F = - mg E,= mgh
elastické pruZiny F = - kx E, = kx?/2
centrdlnfho pole F = - kmM/r* E,=- kmM/r + C




Zakon zachovani mechanické energie

Celkova prace konana konzervativnim polem pii1 premisténi télesa z bodu 1 do bodu 2:

pii zméné K.E.: W,=E,—E, =0k

pii zméné P.E.: W,=—E, -E,) =-0F, tedy

Tedy AE, =-AF E,+E,=E, +E  =konst.

Zakon o zachovani mechanické energie: pohybuje-li se h.b. v konzervativnim
silovém poli, soucet jeho kinetické a potencialni energie je konstantni.

E, + Ep = konst

Pozn. plati pro libovolny izolovany systém



Vsuvka — fce vice proménnych

f= f(x,y,z,...,t)
. .. "y oo _df
Diferencidl fce 1 proménné: df = fdx :—dx
a vice proménnych: df _df dx +0f dy +— 9 dz +idt

Ox dy 07

df :6f dx_l_af dy+6f dz +af
dt Oxdt Oydt O0zdt Ot

Upln4 derivace:

: . _df _ f f of . of df __ = f
boli; = + + tedy: —— +
HEDO /= dt  0Ox ayy Ozz ot = dt i
2 2 6 2 6 2
Parcialni derivace: ai pi..f = = o Y - xy ¥ :x—’ & - ‘x—zy

Ox Z ox  z dy z 0z z
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Intenzita a potencial

Diferencial (iplny, totalni) potencidlni energie — analytické vyjadieni:

oE oE oE oE = n
dE, =—"dx, +—"dx, +—dx, =) |—"dx, . [dE, =0E[Jdr| (%)
ox, X, Ox, ox,
o S . Ep o [OE. 9E, OE,
dE, =—-F ldr = —(Flabc1 +F,dx, +F3dx3) = —Z Fix, el LE= ox dx,  ox,
OE vztah mezi slozkami sily a parcidlnimi

F, == axp i=1,2,3 vektorové: |FF=—UE == gradE | derivacemi E, (fyzikdlng - piiristek E,
i ve smérech jednotlivych os soutadnic)

ox, 0x, Ox,
e Pusobi na skalarni funkci ... gradient

e Prevadi skalar — vektor

e Fyz. smysl: urCuje smér nejvétsiho vzristu skalarni fce, urCuje smeér sily (intenzity)

Vektorovy operitor nabla: |7 [ 0 d 0 J

Intenzita pole: 7= F Intenzita I - sila plisobici v silovém poli na h.b. o jednotkové hmotnosti;
m charakterizuje silové pole v kazdém misté prostoru, rozmér - zrychleni
Potencial: _E, Potencidl ¢ - potencidlni energie h.b. o jednotkové hmotnosti, skalar,
P = m | rozloZeni ¢ uréuje silové pole, napt. je-li ¢ = konst., je sila nulova

dE, = OE[1d7
d¢ =O@ldF

0 = A
Analogicky: I = ——¢ [ =-0g (*) = E, @ - skalarni pole

Ox,

11



Shrnuti: konzervativni pole

a) jsou potencialova, tj. jejich intenzita muze byt vyjadiena pomoci
gradientu skalarni funkce (zvan€ potencial silového pole)

[ = -0¢= — grad¢

b) jsou stacionarni, tj. sila ani potencial silového pole nezavisi na case,
1| zen loz = =
ale pouze na poloze F—F @)

¢ =o(F)

Ekvipotencialni plocha:

plocha konstantniho potencialu |¢(x, y,z) = konst.

dE, = OE dr
d¢ =D0gdr
kdyZ dE, =0, pak OE,[] dF

Siloc¢ary:

maji smér normaly Kk ekvipotencialni plose

to kitvky se vzajemne neprotinaji : o ,
tyo 5 ky , ‘], \,p ] , , _ , tj. gradient je kolmy k
muzeme pomoci nich graficky znazornit velikost intenzity pole g

| ploSe konst.hodnoty

: e NN\

=

=

Kotel
A

1435 | Velkds
o - s Katelnfjdma
gradient
T
< <) A

o £
-
< 4
e
; = 2 2
[jama

_ - gradient - smér nejvétsiho rastu
o, 0, O skalarni fce

silocary
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E; (D), E(3)

Potencialni energie — rovnovaha _—

= bod obratu / E=501]

Rovnovaha:

e Minimum P.E. — rovnovazné / stabilni poloha: - / <
— k vychyleni kterymkoliv smérem je potfebna energie 3+ Ex=1Jprox >xs
— pti malém vychyleni kterymkoli smérem zacnou ptisobit
sily proti sméru pohybu a vraci h.b. do minima E| 1+
— sila sméruje vZdy k minimu E, T S T =

— zakladni stav — stav s nejnizZsi hodnotou £, - (a)
F,=-0E,/dx| |3E,/0x=0, O’E,/ox* >0 F ()=~

- Ox

A

Ex=5]vbodéxs {\

4= Lh O

]
T

» Je-li P.E. (potencidl) konstantni, neplisobi Zadné sily, h.b. se
muzZe nachdzet v lib. misté — volnd poloha (degenerovany

StaV) 0 T \/Q\/h

OE,[0x=0, O°E,/dx’ =0

_ (b)

e Maximum P.E. — nestabilni poloha: E. (. E )

— pti malém vychyleni kterymkoli smérem zacnou pilisobit
sily ve sméru pohybu, h.b. se pohybuje smérem k nizsi E,

O, jox=0, &°E,[ox* <0 L)
4
q

Obr. 8.10 (a) Graf zavislosti potencidlni energie Ep(x) soustavy
na poloze ¢dstice, kterd se pohybuje po ose x. Castice ndle# do
soustavy. Nepusobi-li v soustavé tieci sily, zachovdva se jeji 2+
mechanickd energie. (b) Graf zavislosti sily F(x), plsobici na Lk
¢astici, na jeji poloze. Graf je konstruovin z hodnot smérnic tecen l — 1
ke kiivee E,(x) v riizngch bodech. (c) Graf Ep(x) s vyznadenim B

Me g . i (c)
tri ruznych hodnot energii E. Ukol: popiste pohyb pfi E = 1J, 3], 4] na obr.(c) {3



Potencialni energie

Zapamatujeme si:

» Konzervativni silové pole je nazyvame takové pole, pro které existuje potencialni

energie a silu lze vyjadrit jako zdporné vzaty gradient potencidlni energie.

* Sila mifi vZdy do minima potencialni energie.

* Mechanicka prace v konzervativnim poli zavisi jen na koncovém a pocatecnim bodé,

nikoli na tvaru kiivky.

Poznamky:
e VSechny sily mezi Casticemi na zdkladni urovni jsou konzervativni.

e V okoli minima potencidlni energie miizeme oCekdvat kmitavy pohyb, nebot’ sila vZdy mifi do
minima, téleso setrvacnosti minimum prolétne a za¢ne na n¢ho plisobit vratnd sila. Pokud ma
minimum parabolicky priibéh, hovoifime o tzv. harmonickych oscilacich, viz kapitola Kmity.

* Potencidlni energie nemusi k danému silovému poli vzdy existovat, tj. nemusi se ndm podarit

nalézt takovou funkci, aby sila byla jejim zdporn€ vzatym gradientem. Mezi silova
konzervativni pole patii naptiklad tiZze, gravitace, elektrostatické pole, napét’ové pole. Naopak
tteni neni konzervativni silou.

14



Nekonzervativni sily

Nekonzervativni (téz disipativni) sily — dochazi k disipaci (rozptylu) energie, tj. k
pfeméné mechanické energie na jiné formy energie, napt. na "teplo” (73)
pt.: tfeni, odporové sily... F = F*(r,v,1)

I
— .
Pokud pusobi i nekonzervativni sily: W = Cﬁ Fldr #0
t]. na zac. a konci uzaviené drahy se hodnota K.E. 1isi, neplati ZZME
Pro disipativni sily (sila pisobi x pohybu): W* = 65 F*r <0 11

(71)

Celkové price 1 -2 W =W,, +W,, = [ F @F +[ F" @7 = 0¥,

a

Pro konz. sily je: W,=-AE

27 p
tedy: AE, = -AE, +W.,
celk zména energie: AE =AFE, +AFE, =W,

(po uzaviené draze AE, = 0 a AE, = W¥*, tj. hodnota K.E. na zacatku a na konci uzaviené drahy se lisi !)

Shrnuti:

a)
b)
c)
d)
e)

Price nekonzervativnich sil je rovna celkové zmén¢ mechanické energie,
Neplati zakon zachovani mechanické energie
pozn. Je-li na pocatku i na konci uzaviené dridhy K.E. stejnd, pak piisobici sily jsou konzervativni
pozn. Vazbové sily nekonaji prici (reakce podlozky, napéti vlakna ...)
pozn. Véta o piirtstku kin. energie na str. 6 plati pro vSechny druhy sil (konz, nekonz, ...)
15



Potencialni energie

Vsechny zdkladni sily v ptirodg¢, tj. sily mezi ¢édsticemi na
zdkladni urovni, jsou konzervativni

Pusobeni vice konz.sil najednou — E je dana souc¢tem P.E. od
vSech sil ptisobicich v soustavé, aditivni funkce (L1 princip

superpozice)

Interakce vétstho poctu téles: ulr) "

P.E. p¥islusi vidy soustavé v§ech objekti - definovana ] Br = odpudiva
pomoci prace vSech interakénich sil, tzv. konfiguracni slozka u
energie N

p p
i,j=1
1> -
i Ac=pFitazlive
slozka u
Pozn.: viz Halliday, kap. 8 2r, —_—

- hmota a energie

- _ Obr.: silové plisobeni na molekularni
- kvantovani energie

(atomarni) drovni, U = P.E.
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